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壹、前言 

  在高職數學中，三角函數與指數對數分別編排在高一上學期及下學期的課程裡，

新的數學內容總是令人好奇，在學習完這些單元後，正對自身數學能力的提升而自信

滿滿時，卻被一個高中數學問題完全擊潰。 

 

這個問題的敘述如下： 

方程式 xx −=log 會有多少個實根？ 

  一開始完全沒有方向，毫無頭緒，只能胡亂地天馬行空思考，參考解答後，才發

現原來它是利用圖解的方法來說明，解法及圖形如下： 
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等價於找出此二圖形的交點 

因此方程式有一個實根 

 

  哇！好奇妙的解法，正當豁然開朗時，腦海中亦浮現另一個更有趣的問號，＂那

這個解是什麼呢？到底長得什麼模樣？請教一年級時授課的數學老師，似乎都得不到

一個完整的答案，因此，這個疑問一直擱置在心中，直到小論文的開始，才有機會重

新來探討這個解的形式。 

 

貳、正文 

  針對這個問題，這次集合兩位同學的力量，試著去處理解的型式，我們透過紙本

計算，網路，查書等等方式，幾乎都得到相同的答案，在毫無進展的情形下，便求助

我們的指導老師，老師說，這是一個非線性方程式，以目前的高中數學知識，也許無

法求出這個問題的解，但如果想知道此解的近似值，則可以尋找一些求解的數值方式，

有了思考的方向，便開始展開我們的研究之旅。 

 

一、數值方式 
求解的數值方法有很多種，例如：對分法、牛頓法、割線法、試算法等。以下便簡

單介紹兩種方法： 

 



1. 牛頓法 

假設 f 在 [ ]ba, 是連續函數，並且P 是其解，即 ( ) 0=Pf ( xP − 是非常小) 

令 ∈x [ ]ba, 是一個非常接近的值，使得 ( ) 0≠xf  

泰勒展開式得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kfxxxfxxfxfxf ′−
+′−+=
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，其中 k介於 x和 x之間 

因為 ( ) 0=Pf 得 

由於 xP − 是非

常小的，以至於

( )2xP − 亦非常的

小，便將於省略

而得以下結果 

 

 
因此，我們就可以

得到一個迭代的

方式，如下： 

 
  所以，當選定一個初始近似值時，透過這個迭代法，便能產生一迭代數列，這就

是牛頓法。為了更瞭解牛頓法的數學定義，我們畫出一個函數圖形，利用圖解的方式，

來說明這個數值法的數學抽象定義。 

 

 

2. 割線法 

  對於處理非線性問題，牛頓法是一個非常有用的方式，但它有二個主要的缺點，

其中一個缺點，就是在每一次迭代過程中，都需要去計算 f 的導數。而這導數的運

算又非常繁雜，為改善這問題，因此我們來介紹另一種方法： 

 

由導數定義得           

 
當 2−= nPx 時，我們可以得到 

 
而從牛頓法得知 

 
 

因此，結合上述兩個結果，便得到 
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二、勘根定理 

  在前面的內容我們提到，牛頓法有兩個缺點，另一個就是初始近似解的選取，因

為的選定是必須非常接近，但在不知道真正解的情形下，使得這變得非常困難，而錯

誤的選取，會讓產生的數列無法收斂，就得不到我們所預期的近似值。所以，我們就

需要勘根定理來幫助我們設定初始近似解的範圍。 

 

設 f 是一個連續函數，且 a與b 是兩相異實數，如果 ( ) ( )bfaf < 0 

則在 a與b 之間存在一實數 c，使得 ( ) 0=cf  

即方程式 ( ) 0=xf 至少有一實根 c，介於 a與b 之間 

 

  事實上，這個定理與對分法的理論非常相似。並且，對於勘根定理，我們也做了

一些修正。在高中數學課程中， f 設定為實係數 n次多項式，這裡將其推廣至連續

函數亦可。 

 

三、問題討論  

對於方程式 xx −=log ，我們將其改寫成函數的型式，即 ( ) xxxf += log  

但這個函數的微分是甚麼呢？ 

透過以下的定義就可得出結果： 

 

定義一： 

稱 ln為自然對數函數，並且 ∫=
x

dt
t

x
1

1ln ， x > 0 

這個自然對數函數的定義域是正實數的集合 

 

定義二： 

ln 的反函數定義為 exp，稱做自然指數函數。因此： 

 
 

定義三： 

假設a為異於 1的正數，則 

 
 

藉由上述定義二及定

義三，我們可以得到 

 
若將其一般化，便能

推得出常用對數的微

 



分，如下： 

令 xaxy y
a =⇒= log  

 
因此，若對 ( )xf 微分就可得到 

 
 

接下來，利用勘根定理，我們可以得知 

當 ( ) 9.011.010log1.01.0log1.01.01.0 1 =−=+=+=⇒= −fx < 0 

當 ( ) 10110log11log111 0 =+=+=+=⇒= fx > 0 

( )xf 在 0.1 和 1之間有一實根，所以，在具備這些條件後，如果選定初始解，就可以

利用牛頓法及割線法來求近似解。 

 

參、結論 

  上述的問題，是我們在過程中所產生的疑慮，老師說，當中的幾個問題，其背後

的理論基礎，事實上是非常高深的，以我們現階段的知識，實在無法處理這樣的問題，

但老師還是很肯定我們的表現，因為研究過程中最可貴的，就是培養發掘問題的能力，

這樣我們才能不斷地進步，去解決真正的核心問題。 

 

  在寫作過程中，我們也發現了一些相關的問題，這裡一併記錄下來，對於我們自

己，或有興趣的人，作為往後研究的參考依據。 

 

對於解的值較大或較小時的多項式問題 

 

  在使用勘根定理時，我們發現，在解決這些設計過的問題時，只要找原點附近的

幾個整數檢驗即可，但如果像以下多項式： 

 
其解分別為 17，31，43，假若利用整係數一次因式定理，22661 卻不易分解;勘根定

理最快也要檢驗十幾次，其計算數值又龐大，才能得到第一個解；而牛頓法或割線法，

則無從設定初始解，不知道有沒有其他合適的方法，來處理這類的問題？ 

 

牛頓法初始解的預測問題 

 

  一開始的初始解選定 0.5，依據得到的近似解，再分別選擇 0.3，0.4，我們觀察

到，愈接近真正解的預測值，得到的數值解就愈精確，相對地，前後次近似解的誤差，

及迭代次數也會愈少，這讓我們想到，初始解與真正解的差距，到底需要多接近，才



能得到收斂的結果？並且，它是否會影響整個迭代過程？ 

 

割線法的優點在於無須計算 ( )xf 的導數，但是，在數學電腦軟體的輔助下，割線法所

計算的近似值，在精確度及誤差方面，都沒有牛頓法來的好，甚至縮小二個初始值的

範圍，僅讓迭代次數減少一次，但誤差卻變大，我們思考的是，有沒有一個例子，會

讓使用割線法，優於牛頓法，如果沒有，那割線法存在的價值又是什麼呢！ 
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