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壹●前言 

    完全平方數是數論中的一環，藉由完全平方數也可以了解完全平方數在整數的應用及定

義，更可衍生更多數學相關問題及應用。 

 

貳●正文 

一、定義： 

數學上，平方數，或稱完全平方數，是指可以寫成某個整數的平方的數，即其平方根為整

數的數。例如，9 = 3 × 3，它是一個平方數。平方數也稱正方形數，若 n 為平方數，將 n 個

點排成矩形，可以排成一個正方形。 

若將平方數概念擴展到有理數，則兩個平方數的比仍然是平方數，例如， (2 × 2) / (3 × 3) = 4/9 

= 2/3 × 2/3。 

二、舉例 

 

    三、通項公式 

對於一個整數 n，它的平方寫成 𝑛2。𝑛2等於頭 n 個正奇數的和 

𝒏𝟐 = ∑ (𝟐𝒌 − 𝟏)𝒏
𝒌=𝟏 。從 1 開始，第 n 個平方數表示為前一個平方數加上第 n 個正奇數，如 

52 = 25 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 16 + 9。即第五個平方數 25 等於第四個平方數 16 加上第五個正奇

數：9。 

 

四、遞歸公式 

每個平方數可以從之前的兩個平方數計算得到，遞推公式為 𝑛2 = 2(n-1)^2-(n-2)^2+2。例

如，2×52 − 42 + 2 = 2×25 − 16 + 2 = 50 − 16 + 2 = 36 = 62。 

 

五、連續整數的和 

平方數還可以表示成𝑛2 = 1 + 1 + 2 + 2 + ... + n − 1 + n − 1 + n。例如，42 = 16 = 1 + 1 + 2 + 

2 + 3 + 3 + 4。可以將其解釋為在邊長為 3 的矩形上添加寬度為 1 的一行和一列，即得到邊長

為 4 的矩形。這對於計算較大的數的平方數非常有用。例如， 522 = 502 + 50 + 51 + 51 + 52 = 

2500 + 204 = 2704. 

 

 六、性質 



 

 

 一個平方數是兩個相鄰三角形數之和。兩個相鄰平方數之和為一個中心正方形數。所有的

奇數平方數同時也是中心八邊形數。 

 四平方和定理說明所有正整數均可表示為最多四個平方數的和。特別的，三個平方數之和

不能表示形如 4k(8m + 7) 的數。若一個正整數可以表示因數中沒有形如 4k + 3 的素數的

奇次方，則它可以表示成兩個平方數之和。 

 在十進制中，平方數只能以 00，1，4，6，9 或 25 結尾： 

1. 若一個數以 0 結尾，它的平方數以 00 結尾，且其他數字也構成一個平方數。 

2. 若一個數以 1 或 9 結尾，它的平方數以 1 結尾，且其他數字構成的數能被 4 整

除。 

3. 若一個數以 2 或 8 結尾，它的平方數以 4 結尾，且其他數字構成一個偶數。 

4. 若一個數以 3 或 7 結尾，它的平方數以 9 結尾，且其他數字構成的數能被 4 整

除。 

5. 若一個數以 4 或 6 結尾，它的平方數以 6 結尾，且其他數字構成一個奇數。 

6. 若一個數以 5 結尾，它的平方數以 25 結尾，且前面的一位或兩位數字數字必定為 0，

2，06，56 之一。 

 每 4 個連續的自然數相乘加 1，必定會等於一個平方數，即 a(a + 1)(a + 2)(a + 3) + 1 = (a2 + 

3a + 1)2。 

 平方數必定不是完全數。 

 平方數必定是 3 的倍數或者 3 的倍數+1。 

 平方數必定是 4 的倍數或者 4 的倍數+1。 

 是否在相繼正方形數之間存在一個素數這一命題，對 9000000 以內的數目是正確的。 

 

七、函數圖形  y=𝑥2 

 

 

 

 



 

 

 

    八、表達式 

    一個整數是完全平方數若且唯若相同數目的點能夠在平面上排成一個正方形的點陣，使得

每行每列的點都一樣多。 

 

 

九、題目 1：一百盞燈開開關關數學謎題 

桌上有編號 1~100 的一百盞燈及它們的按鈕開關，每按一下按鈕，那盞燈如果原本是關著

的就會打開，如果原本是打開的就會關掉，一開始每一盞燈都是關著的，現在來了一百個人，

第一個人去按了編號為 1 的倍數的所有按鈕，第二個人去按了編號為 2 的倍數的所有按鈕，第

三個人去按了編號為 3 的倍數的所有按鈕，...依此類推到第一百個人按完後，請問有哪幾盞燈

會是開著的？ 

解析： 

每一盞燈會在輪到他的因數的時候被按，(如 7 號燈有因數 1 跟 7，第 1 跟第 7 個人會去按)，

所以每一盞燈被按的次數就是它的編號的因數數量，一開始燈是關著的，而最後開著的燈就代

表它的按鈕被按了奇數次，所以這個題目其實就是要找 1~100 裡面有奇數個因數的數字，怎麼

判斷一個數字有幾個因數呢？ 

國中應該有學過，把數字寫成標準分解式，也就是分解成數個質數的相乘，如：24=23x3, 

36=22x32, ...然後把每個次方數+1 相乘，就是該數的因數個數，如：24 的因數有(3+1)x(1+1)=8

個，36 的因數有(2+1)x(2+1)=9 個，...假設一個數字的次方數分別為 a, b, c, ...，那麼他的因數就

有(a+1)(b+1)(c+1)...個，若要(a+1)(b+1)(c+1)...是奇數，則(a+1), (b+1), (c+1), ...每個都要是奇數才

行，那麼 a, b, c,...就每個都要是偶數，也就是這個數字是一些數的偶數次方相乘的結果，所以

它一定是某個數的 2 次方，因此，有奇數個因數的數字，就是像 12, 22, 32, ...這類的完全平方

數，把 1~100 裡的完全平方數都列出來，就是答案啦！ 

 

題目 2 



 

 

求一個四位數，使它的四個數字和等於四次方和，並證明此數是唯一的。 

解析：四次方是四位數的數，只能取值 6，7，8，9 

然後，四個數的四次方分別是 1296，2401，4096，6561. 

接著，逐一檢查。1+2+9+6=18≠6 

2+4+0+1=7=7 

4+0+9+6=19≠8 

6+5+6+1=18≠9 

 

最後得出結論，這個四位數是 2401 

因為 5 的四次方為三位數；10 的四次方為五位數，故只有 7 的四次方符合題目需求，故得此

數唯一。 

 

題目 3 

一個自然數減去 45 及加上 44 都仍是完全平方數，求此數。 

解：設此自然數為 x，依題意可得 

x-45=𝑚2 -----⑴ 

x+44=𝑛2 -----⑵ 

（m,n 為自然數） 

⑵-⑴可得 : 𝑛2-𝑚2=89  (n+m)(n-m)=89 

因為 n+m>n-m 

又因為 89 為質數，所以：n+m=89---(3); n-m=1-----(4) 

(3)+(4)，得 n=45。代入⑵得。X=2025-44 x=1981 故所求的自然數是 1981。 

 

題目 4 

証明：11,111,1111，11111……这串数中没有完全平方数。 

解析：已知該串数中若存在完全平方数，则为末尾是 1 或 9 的数的平方。 

当该串数中存在末尾为 1 的数的平方时，则 ，其中 n、k 为正整数。 

但，已知 𝑛2需满足十位数为偶数，矛盾。 

当该串数中存在末尾为 9 的数的平方时，则 ，其中 n、k 为正整数。 

但 ，易知 𝑛2需满足十位数為偶数，矛盾。 

解 2：完全平方數除以四餘數為 0 或 1，而根據除以四餘數性質（一個數除以四的餘數=這個數

末兩位除以四的餘數）可得，這串數除以四餘數為 3，矛盾，所以這串數中沒有完全平方數。 

 

題目 5 試求一個四位數，它是一個完全平方數，並且它的前兩位數字相同，後兩位數字也相

同 

解析：設該四位數為 1000a+100a+10b+b，則 

1000a+100a+10b+b=1100a+11b =11（100a+b） 

故 100a+b 必須被 11 整除=>a+b 被 11 整除，又因為(a+b)≦18 

所以 a+b=11， 



 

 

帶入上式得 四位數=11×（a×100+（11－a）） =11×（a×99+11） =11×11×（9a+1) 

故 9a+1 必須為完全平方數。 由 a=2、3、4、5、6、7、8、9 驗證得， 9a+1=19、28、27、46、

55、64、73。 所以只有 a=7 一個解；9a+1=9X7+1=64，此時 b=4。 因此四位數是 7744=112×82=88×88。 

參●結論 

    由上可知，完全平方數在純數的領域中，扮演著相當重要的角色。且歸納出下列十點重要

結論，給大家參考。 

⒈個位數是 2,3,7,8 的整數一定不是完全平方數； 

⒉個位數和十位數都是奇數的整數一定不是完全平方數； 

⒊個位數是 6，十位數是偶數的整數一定不是完全平方數； 

⒋形如 3n+2 型的整數一定不是完全平方數； 

⒌形如 4n+2 和 4n+3 型的整數一定不是完全平方數； 

⒍形如 5n±2 型的整數一定不是完全平方數； 

⒎形如 8n+2,8n+3,8n+5,8n+6,8n+7 型的整數一定不是完全平方數； 

⒏數字和是 2,3,5,6,8 的整數一定不是完全平方數。 

⒐四平方和定理：每個正整數均可表示為 4 個整數的平方和 

10.完全平方數的因數個數一定是奇數。 

 

 

 


